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2.2    ∆ΙΑΤΑΞΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ορισµός  :       α > β     ⇔    α – β > 0             
 
 
2. 
Ιδιότητες       (α > 0     και    β > 0)    ⇒     α + β > 0      (όχι αντίστροφα) 
                          (α < 0     και    β < 0)    ⇒     α + β < 0      (όχι αντίστροφα) 
 

                          α,  β  οµόσηµοι      ⇔     α⋅β > 0    ⇔     α
β

 > 0 

                          α,  β  ετερόσηµοι    ⇔     α⋅β < 0    ⇔     α
β

 < 0 

 
                         α2 ≥ 0   για κάθε  α∈ℝ  
                         α2 = 0   ⇔   α = 0 
 
                         α2 + β2 = 0    ⇔     α = 0   και   β = 0 
                         α2 + β2 > 0    ⇔     α ≠ 0    ή   β ≠ 0  
 
                         (α > β     και    β > γ)    ⇒     α > γ     (όχι αντίστροφα) 
 
                         α > β    ⇔     α + γ > β + γ 
                         Για  γ > 0 :     α > β     ⇔    α⋅γ > β⋅γ   
                         Για  γ < 0 :     α > β     ⇔    α⋅γ < β⋅γ  
 
                         α > β   και   γ > δ    ⇒     α + γ > β + δ 
                         Για   α, β, γ, δ   θετικούς :    (α > β     και    γ > δ)   ⇒     α⋅γ > β⋅δ 
 
                         Για   α, β  θετικούς  και  ν ∗∈ℕ :    α > β   ⇔    αν > βν    
                         Για   α, β  θετικούς  και  ν ∗∈ℕ :    α = β   ⇔    αν = βν    
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ΣΧΟΛΙΑ  ΣΤΗ  ΘΕΩΡΙΑ 
 
1. 
Ο  πολλαπλασιασµός  µε αρνητικό αριθµό 
Όταν  πολλαπλασιάζουµε  (διαιρούµε)  τα δύο µέλη ανίσωσης µε αρνητικό αριθµό,  
πρέπει να αλλάζουµε τη φορά της ανίσωσης. 
Το ίδιο όταν αλλάζουµε πρόσηµα στα δύο µέλη. 

 
 
2. 
Η πρόσθεση ανισοτήτων 
Μπορούµε να προσθέτουµε κατά µέλη  οµοιόστροφες  ανισότητες  
Όχι  όµως να αφαιρούµε.       

 
 
3. 
Ο πολλαπλασιασµός ανισοτήτων 
Μπορούµε να πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη  οµοιόστροφες  ανισότητες , εφ’όσον 
όλα τα µέλη είναι θετικά. 
Όχι όµως να διαιρούµε. 
 
 
4.    
Η  απαλοιφή  παρανοµαστών 
Σε µία ανίσωση, όταν κάνουµε απαλοιφή παρανοµαστών, δεν κάνουµε τίποτε άλλο  
παρά να πολλαπλασιάζουµε τα δύο µέλη µε το  Ε.Κ.Π  των παρανοµαστών. 

Πρέπει, λοιπόν, να προσέχουµε αν το  Ε.Κ.Π  είναι θετικό ή αρνητικό, οπότε θα 
παραµείνει ή θα αλλάξει η φορά της ανίσωσης. 
 
 
 
5.   
Μια παράξενη ισοδυναµία         

2α + 2β = 0     ⇔     α  = 0   και   β = 0 

Απόδειξη 
Ευθύ                Με υπόθεση    2α + 2β = 0   θα αποδείξουµε ότι    α  = 0   και   β = 0. 
                         Αν  ένας τουλάχιστον από τους  α,  β   ήταν  ≠ 0,   έστω  α  ≠  0,   
                         τότε     2α > 0      
                         άρα      2α + 2β > 0      

                         που είναι άτοπο,  αφού  2α + 2β = 0 

Αντίστροφο    Με υπόθεση    α  = 0   και   β = 0    θα αποδείξουµε ότι    2α + 2β = 0 

                        2α + 2β = 20 + 20  
 
 

Παράγραφος  1.1 
Σχόλιο  5 

Απαγωγή σε άτοπο 
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6.   
Μια παράξενη ισοδυναµία         

2α + 2β > 0     ⇔     α  ≠  0    ή    β ≠  0 

Απόδειξη 
Ευθύ                Με υπόθεση    2α + 2β > 0   θα αποδείξουµε ότι    α  ≠  0    ή    β ≠  0   
                         Αν  ήταν  α = 0  και   β = 0   
                         τότε    2α + 2β =  20 + 20 = 0    που είναι άτοπο,  αφού  2α + 2β > 0 

Αντίστροφο    Με υπόθεση    α  ≠  0   ή   β ≠  0    θα αποδείξουµε ότι    2α + 2β > 0 

                        Έστω   α  ≠  0,    τότε    2α > 0,    άρα    2α + 2β > 0 
 
 
7.  
Προσοχή  στο λάθος :      x < 5    ⇒      2x  < 25 
                                           Ας  θέσουµε όπου  x  το  – 6      
                      –                   – 6 < 5    ⇒      2( 6)− <  25     δηλαδή   36 < 25 ! 
                                           Ισχύει  µόνο  για  x ≥  0 
 
 
8.  
Προσοχή  στο λάθος :      2x  < 25   ⇒     x < 5     
                                           Ισχύει  µόνο  για  x ≥  0 
  
 
 
9. 
Η  αντιστροφή  των  µελών 
Όταν αντιστρέφουµε τα δύο θετικά µέλη ανίσωσης , αντιστρέφουµε και τη φορά της 

ανίσωσης. :      Αν    α,  β  θετικοί   και    α < β   τότε   1
α

 > 1
β

 

10. 
Οι τιµές µεταβλητής  x  σε διάστηµα 

α ≤  x ≤  β    ⇔     x∈[α,  β] 

α ≤  x  < β    ⇔     x∈[α,  β) 

α  < x ≤  β    ⇔     x∈(α,  β] 

α  < x  < β    ⇔     x∈(α,  β) 

x ≥  α           ⇔      x∈[α,  +∞ ) 

x  > α           ⇔      x∈(α,  +∞ ) 

x ≤  α           ⇔      x∈(–∞ ,  α] 

x  < α           ⇔      x∈(–∞ ,  α) 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1.   
Αν   α < β  και  γ < δ,  να δείξετε ότι   α – δ < β – γ. 
Λύση 

γ < δ    ⇒     – δ  <  – γ        (1) 

αλλά               α  <  β           (2)  

 (1) + (2)     ⇒     α – δ < β – γ. 
 
 
2.   

Αν     0 < α < β    και    0 < γ < δ,    να δείξετε ότι    α
δ

 < 
β

γ
 

Λύση 

1ος   τρόπος 

0 < γ < δ     ⇒       0 <1
δ

 < 1
γ

     (1) 

αλλά                      0 < α < β        (2) 

(1) . (2)     ⇒         1
δ
⋅α  < 1

γ
⋅ β     ⇒     α

δ
 < 

β

γ
 

 
2ος   τρόπος 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι    α
δ

 < 
β

γ
            Ε.Κ.Π  = γδ > 0   οπότε 

αρκεί να αποδείξουµε          αγ  < βδ      
                                              που ισχύει,  αν πολλαπλασιάσουµε τις  δύο υποθέσεις 
 
 
3. 
i)      Αν   0 < α < 1,    να αποδείξετε ότι    1

να
 > 1,    όπου  ν ∗∈ℕ     

ii)      Αν  α > 1,          να αποδείξετε ότι    1
να

 < 1,    όπου  ν ∗∈ℕ     

Λύση 

i) 

0 < α < 1   ⇒     1
α

 > 1    ⇒     ( )1
ν

α
> 1ν     ⇒      1

να
 > 1 

ii) 

1 < α     ⇒     1 >  1
α

 > 0     ⇒      1ν  >   ( )1
ν

α
  ⇒     1 >  1

να
   ⇒     1

να
 < 1  

 

Σχόλιο  2 

Σχόλια   3   και    9 

Σχόλια   3   και    4 
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4.  
Αν   α > 1,   να αποδείξετε ότι    3α  > 3 2α – 3α  + 1 
Λύση 
Αρκεί να αποδείξουµε ότι      3α – 3 2α + 3α  – 1 > 0 

                                                (α– 1 3)  > 0  
                                                α  – 1 > 0 
                                                α  > 1    που ισχύει                          
 
 
5. 
i)      Αν   0 < α < 1   και   κ,  λ ∗∈ℕ   µε  κ > λ,   να αποδείξετε ότι   κα < λα  

ii)     Αν   α > 1         και   κ,  λ ∗∈ℕ   µε  κ > λ,   να αποδείξετε ότι   κα > λα  

Λύση 
i) 
Θα  είναι    κ = λ + µ,   όπου  µ ∗∈ℕ  

Οπότε    κα = λ + µα  =  λα µα      (1) 

Επειδή  όµως   0 < α < 1   θα  έχουµε    µα  < 1µ  = 1    (2) 

Η  (1)    
( 2 )

⇒      κα = λα µα  < λα ⋅1 = λα  
 
ii) 
Θα  είναι    κ = λ + µ,   όπου  µ ∗∈ℕ  

Οπότε    κα =   λ + µα  =  λα µα      (3) 

Επειδή  όµως    α > 1   θα  έχουµε    µα  > 1µ  = 1      (4) 

Η  (3)    
( 4 )

⇒      κα = λα µα  > λα ⋅1 = λα  
 
 
6.     
Αν    –2 ≤  x ≤1    και     0 ≤  y ≤  2 ,   να βρείτε τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της 
παράστασης     Π = 2x – 3y + 1. 
Λύση 

–2 ≤  x ≤1     ⇒       – 4 ≤  2x ≤  2        (1) 

0 ≤  y ≤  2      ⇒       –3⋅0 ≥  –3y ≥  – 6     ⇒      –6 ≤  –3y ≤  0      (2) 

(1) + (2)         ⇒       –10 ≤  2x –3y ≤  2 

                                 –10 + 1 ≤  2x –3y +1 ≤  2 + 1 

                                 –9 ≤  2x –3y +1 ≤  3 

Άρα  η µέγιστη τιµή της παράστασης   Π   είναι  3   και η ελάχιστη είναι  –9 
 
 

Σχόλιο  2 
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7.   
Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς  α, β,  να αποδείξετε ότι 

                                        ( )
2

4α +β ≥ αβ . 

Λύση 

( )
2

4α +β ≥ αβ      ⇔      2α + 2αβ+ 2β  ≥  4αβ  

                                         2α –  2αβ+ 2β  ≥  0 

                                         ( )
2

α −β ≥  0     που ισχύει 

 
 
8.     

Αν   0α +β > ,   να αποδείξετε ότι    
2 2

2

α +β α +β
≥

α +β
 

Λύση 

2 2

2

α +β α +β
≥

α +β
      ⇔     2( 2α + 2β ) ≥  (α + β 2)  

                                             22α +2 2β  ≥  2α + 2αβ+ 2β  

                                            2α – 2αβ+ 2β ≥  0 

                                             (α – β 2) ≥  0     που ισχύει 
 
 
9.     
Να αποδείξετε ότι το  ηµιάθροισµα  δύο αριθµών είναι µεταξύ αυτών. 
Λύση 
Έστω   α ,  β    µε    α < β   οι δύο  αριθµοί. 

 θα αποδείξουµε          
2

α +β
α < < β  

•       Για   την         
2

α +β
α <   ⇔     2α < α + β    ⇔      α < β     που ισχύει 

•       Για   την        
2

α +β
< β    ⇔     α + β < 2β     ⇔     α < β   που ισχύει 
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10.     
Αν   1 2  .  .  .  να < α < < α ,   να αποδείξετε ότι 

                    1 2
1

 .  .  .  ν
ν

α +α + α
α < < α

ν
. 

Λύση 
Αρκεί να δειχθεί ότι   ν 1α  <  1α + 2α +  .   .   .   + να  < ν να  

 
Είναι     ν 1α = 1α + 1α +   .    .     . + 1α  < 1α + 2α +  .   .   .   + να  

και        ν να  = να + να +   .   .   .   + να  > 1α + 2α +  .   .   .   + να  

 

 
11.     

Αν   α + β = 1 ,  να αποδείξετε ότι      i)   αβ ≤  1
4

   και   ii)   2α + 2β  ≥  1
2

 

Λύση 
i) 
α + β = 1     ⇒      β = 1 – α  

αβ ≤  1
4

   ⇔     4αβ ≤  1     ⇔       4α (1 – α) ≤  1  

                                                       4α –  4 2α ≤  1  

                                                       0 ≤  4 2α –  4α + 1 

                                                       0 ≤  (2α – 1 2)    που ισχύει 

ii) 

2α + 2β  ≥  1
2

     ⇔      2α + (1 – α 2)  ≥  1
2

 

                                    2α + 1 – 2α + 2α  ≥  1
2

 

                                     22α + 1 – 2α  ≥  1
2

 

                                     42α + 2 – 4α  ≥  1 

                                     42α – 4α  + 1 ≥      ⇔      (2α – 1 2)  ≥  0     που ισχύει 
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12.     

∆ίνεται η παράσταση   Π = 2 2x + 2y – 2xy + 2x + 1    

i)     Να µετασχηµατίσετε την παράσταση σε άθροισµα δύο τέλειων τετραγώνων 

ii)    Αν   Π = 0,   να βρείτε τους   x,  y. 

Λύση 
i)    

Π  =   2x + 2x + 2y – 2xy + 2x + 1 

     =   ( 2x + 2y – 2xy) + ( 2x + 2x + 1) 

     =   (x – y 2) + (x + 1 2)  

ii)    

Π = 0     ⇔      (x – y 2) + (x + 1 2)  = 0     ⇔      x – y = 0    και    x + 1 = 0 

                                                                            x = y     και    x = –1 

                                                                            y = –1   και    x = –1 

   

  

 
 
 
 
 
 


